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Partie | non donnée, c'est le calcul de
I'intégrale de Gauss via une intégrale Rémi Crétois
a parameétre comme on a vu en TD.

version du 19 mai 2023

Pour correspondre au DS, soustraire 7 aux
numéros des questions de ce corrigé.

I Intégrale de Gauss

t

. —¢2 . . , _ 42
Q 1. La fonction t — e~ ' est continue sur R,.. De plus, par croissances comparées, t%e T 0, donc
—+00

1
et = o(1/t?) au voisinage de +o0. Or, la fonction t o) est intégrable sur [1, +ool, donc ¢ — et

+00
. . . 7’ —_ 2 .
aussi par comparaison. Donc l'intégrale / e Y dt est bien convergente |.
0

e—(t2+l)a:2

2. Pour tout z € R, la fonction ¢t — —————
Q our tout x a fonction 71

est continue sur [0, 1] par opérations. Donc la fonction

| f est bien définie sur R |

Soit z € R :
1 o= (2+1)(~2)? 1 o= (t?+1)a?
ren= [ a= [ ey =)

I
1
Enfin, f(0) = /0 il dt = [arctan(t)]}, donc | £(0) = % _
e—(t2+1)332
Q 3. On applique le théoréme de dérivation des intégrales a parametres. On pose h : (x,t) — P

définie sur R x [0, 1].

oh
— Pour tout t € [0,1], la fonction z — h(z,t) est de classe C* sur R et 8—(:1:,t) = —2ge (PHD)2*,
x

oh
— pour tout z € R, t — h(x,t) est intégrable sur [0, 1] (voir question précédente) et t a(:z:,t)

est continue sur [0,1];

oh
E(m,t) < 2|x\e*x2. Or, la fonction z +— 2[w\e*"”2 est

continue sur R et tend vers 0 en o0, donc elle est bornée (on peut aussi faire 1’étude de fonction
pour voir qu’elle est majorée par sa valeur en 1/ \/5) Ainsi, il existe M € R tel que pour tout

(z,t) € R x [0,1], g?(x,t)

— pour tout ¢t € [0,1] et tout x € R,

< M. La fonction ¢t — M est intégrable sur [0, 1].

1
Ainsi, la fonction f est de classe C! sur R et pour tout z € R, | f'(z) = — 2z / et qt |,
0

Q 4. La fonction t +— e~ étant continue sur R, d’apres le théoreme fondamental de I’analyse, la fonction
¢

g est I'unique primitive de ¢t — e~ ’ qui s’annule en 0. En particulier, | g est de classe C'!|.

Q 5. Pour éviter les ennuis, on commence par remarquer que I’égalité est vraie pour = 0 car f'(0) =0
et g(0) = 0. Puis, pour z # 0, on pose u = xt :
2

fl(z) = —22e™" /Ox et MU ges g(x) = —2¢'(x)g(x)

T
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Ainsi, | pour tout z € R, f'(z) = —2¢'(z)g(z) |

T
. apres les questions precedentes, les 1onctions et r — — — X SOon € Cclasse sur et ont la
6. D’apres 1 ti bcédentes, les foncti t 19 2 sont de classe C! sur R et ont 1

méme dérivée. Elle sont donc égales a une constante pres. Or, f(0) = % et g(0) = 0, donc les deux

fonctions coincident en 0. Ainsi, |Va € R, f(z) = % —g(z)?|.

Q 7. On applique le théoréme de convergence dominée :
— pour tout t € [0,1], h(xz,t) —— 0;
T——+00

— pour tout x € R, t — h(z,t) est continue sur [0, 1], de méme que la fonction nulle;
— pour tout (z,t) € R x [0,1], |h(x,t)| < 1 qui est une fonction indépendante de x et intégrable
sur [0, 1].

1

Donc | f(z) —— 0dt=0|
T—>+00 0

+oo
Puis, g(2)? —— E, donc| lim g(x)= / e dt= /2 = VT )
0

rz—+o0o 4 T—+00

II Formule de Stirling

Q 8. Soit n € N. La fonction ¢ ~— t"e " est continue sur R et t"e~* = o(1/t*) au voisinage de 400 par

1
croissances comparées. La fonction ¢ — 2 étant intégrable sur [1, 4+o0[, la fonction t — t"e ™" est

intégrable sur [0, +oo[ par comparaison. Donc ‘In est bien définie ‘

Q 9. Soit n € N. On réalise une intégration par parties : on pose u : ¢t — t"t1 et v : ¢t — —e ™ qui sont
deux fonctions de classe C' de sorte que th+m u(t)v(t) =0 :
—+00

+00 +oo oo
Ly = /0 Wt (1) dt = [u(t)o(t)] — /0 W (B)o(t) dt = (n + 1) /0 et dt

+oo
donc ‘ Inyi = (n+ 1)1, ‘ Comme Iy = / e ! dt = [-e !]{> = 1, on a par récurrence immédiate,
0

‘pour tout n € N, I, = n! ‘

Q 10. Soit n € N*. On effectue le changement de variable t = n + v/ny qui est C'! bijectif strictement
t
N

“+o0o +00 n
I, = / (n+vny)" e VW, /ndy = \/ﬁn”e"/ (1 + y) e VM dy
,\/ﬁ \/ﬁ

croissant. On a y = —v/n + , donc

+o0 n
n\n
D’apres la question précédente, on en déduit que pour tout n € N*, |n! = \/n <—) / (1 + y) e*‘/ﬁydy .

e

—Vin vn

Q 11. Soit y € R. Posons N = |y?| + 1. Alors pour tout n > N, v/n > /42 = |y|, donc —/n < y. Ainsi,
pour tout n > N,

fuly) = (1 + yﬂ) eIV — gnin(l4y/vVm) =y,

Or, lorsque n tend vers +oo, nln(l + y/v/n) — yvn = n(y/vn — y*/2n + o(1/n?) — yy/n =

—y%/2 + o(1) —— —¢?/2. Ainsi, (f,) converge simplement sur R et | f,(y) —— e ¥’ /2| par
n—+o0o n—+oo

continuité de ’exponentielle.
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Q 12. La fonction ¢ est continue sur | — 1,0[U]0, +oo[ par opérations. De plus, au voisinage de 0, g(x) =

2 2
—(z — 2 1 1 1
zo(@-a é +o(@?)) = §+0(1) — 3 Donc|q est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 5|
X T—

13. Soit x > —1. La fonction u +— 1 + ux est continue et ne s’annule pas sur [0, 1], donc l'intégrale est
p ) g

bien définie. De plus, si x # 0,
1 1
1
/ h du = / ur du
o 1+ux z Jo 1+ux

1 /11 -1
:/ ltuz—-1 .
0

T 14+ ux
1 1 /1
:_/ du
r xJy l4+ux
1 1
=" ;[ln(l + um)](l)
_z—In(1+x)
— po;

1 1
Pourx:O,q(O):2:/ u du.
0

U
1+ ux

du|.

1
Donc |Vz > —1, ¢(x) = /
0

Q 14. Soit —1 < z < y. Pour tout v € [0,1], -1 < —u < ur < uy, donc 0 < 1 +uzx < 1+uy et 1+u
uzx

. :J , donc ¢(z) > q(y) par croissance de l'intégrale. Ainsi, |q est décroissante sur | — 1, +00] ‘
uy
Soit n € N* et y € Ry,
Si y = 0, alors I'inégalité est bien vérifiée.
1
Siy>0alorsrl(fn2(y)):q<y
y vn
Donc |Vy € Ry, fu(y) <e 10 =e V(1 +y)|.

Soit n € N* et y € R*. Alors, si y < —vn, fuly) = 0 < e V2 ot si y > —/n, alors f,(y) >
In(fu(y)) _ Y . Y’
0et —=2 = —q(—=] < —q(0) car —q est croissante sur R_. Donc In(f,(y)) < 3 et

y? Vn

Vy € RY, fuly) <e V72|

> < —q(y) car la fonction —q est croissante sur Ry et N <.

NG

Q 15. Appliquons le théoréme de convergence dominée :
— pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur R et intégrable sur R (questions 8 et 10);

2
— (fn) converge simplement vers f : y — e T qui est continue sur R et intégrable sur R (question
1 et parité) ;
(I+y)e ¥ siy=0
e V)2 siy <0
fonction continue par morceaux sur R et intégrable au voisinage de +o0o (question 8) et de —oo
(question 1).
—+o00o y n —+00 —+o0o 9 —+00 5
Donc / <1 + \f) e Wiy = / fanly)dy —— eV 2y = 2/ e ¥"/2dy par
0

—n n — o0 n—-+o0o o0

— pour tout n € N* et y € R, 0 < fu(y) < g(y) ou g :y — qui est une

parité.

+oo
En effectuant le changement de variable t = %, cette limite vaut donc 2v/2 / e’ dt = V2
0
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d’apres la question 7.

n! n
D’apres la question 10, on a donc V2metn! ~ 2mn (—) .

Q 16. Pour tout n € N*,

Un+1
Wy = Upyl — Up = In ("Jr>

Un

' ((n + 1)tle= (D) /¢ 1n!)

(st
(e

=—-1+ <n+1>ln<1+1>
2 n
n—+o00 2 n  2n?2  3n3 n3
1 1 1
njoosnz‘zmz“’(ﬁ)

_ 1 n 1
n—+oo 12n2 ¢ n?

. En particulier, (w,,) est positive & partir d’un certain rang et comme la série

Donc w,, ~ 5
n—+oo 12n

1 _ .
E —5 converge par critere de Riemann, |la série E wy, converge aussi |.
n

an
Q 17. Comme a, ~ b,, — —— 1. Par définition de la limite, il existe ng € N* tel que pour tout
n—-+oo bn n——+00

n>n07

a a Lo . , .
L, S g, donc1—e¢ < L <1 e, Ainsi, comme (b,,) est une suite de réels strictement
n bTL

positifs, ‘Vn >ng, (1 —¢e)b, <ap, < (1+¢)b, ‘

Q 18. La série E (1 4 €)by, converge donc la série E a, converge par comparaison de séries a termes

positifs.
+0o0 +oo a
De plus, pour n > ng, Z 1—¢)b Zak Z (1 + e)bg, donc Vn > ny, ]iog LA <e
k=n k=n E:k bk
A O

Ainsi 1 donc E a ~ E be |
’ Z+°O by m—too K n—+00 K
k=n k=n k=n

1
Q 19. Soit n € N*. La fonction t +— o) est décroissante sur [n,n + 1], donc pour tout ¢ € [n,n + 1],

1 _ 1 1 , L 1 nlg 1
— > — > ———. Par croissance de l'intégrale, | ———— < — dt <
n?2 " 27 (n+1)2 (n+1)2 n

+o00 1 1
Q 20. Soit n» € N*. En sommant l’encadrement précédent, R,11 < / 2= dt < R, l'intégrale
n
n
étant convergente car 2 > 1.

1
, et par encadrement, | R, ~ —|
n—+oo n

1 1
Donc pour tout n > 2, — < R, <
n n—

) est strictement positive et Z converge et
neN*

1 1
Q 21. Comme w, ~ ——, que lasuite (12”2 12 -5

n—+oo 12n
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—+00

1
(wy,) est positive & partir d’un certain rang au moins, on a d’apres la question 18, Z wp ~ —R,.
bt n—+oco 12
+00 1
D’apres 1 tion 20 ~  —
pres la question 20, Zwk oo Tom
k=n
+00
Q 22. On remarque que pour tout n € N*, Zwk = lim(vg) — vy. Or v = In(uy) —— —In(V27)
n k——+o0
PN . s . 1 1
d’apres la question 15. D’apres la question 21, —In(v27) —v, = -—+o0|—),doncwv, =
n—+4o0o 12n n n——+o0o
1 1
—In(v2m) — — — .
n(v2m) Tom +o <n>
1 1

=
=]
=5
=
I

Y ST ER S wl SR O 1 _
e 2mweTz e 27 <1+12n—|—0 - .Enposant ¢, = n o

n 1
on obtient donc |g, —— 0 et n! = V2mn (E) 14+ — + In i
+ e 12n n
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